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���������� ������ ����� � ������� �� ������� ����  ������!�� "�#�$���� ���%
����!&��� ��#!� ��'�� �����#�����(� � ����'�)�(� �������* # ����* ��"�� �� +,%�-�
.���/�* /�/ "����!�* �##!�������!$ � ��## ��������#$ ������( /�������#/�� 0�� 
1�����!&�(�* /�����(�* /�!&���(� � "!��� � ��/ ��!��2 "�� ���!�3#���� #������#/���
�����)���$� 4 �� )� ��� $* "���!�)���(3 � ��'��� 
��� 5��$ � 4�4� 6���!� +7- � "�!�%
�����3 ��!&��3��� �������� � ��'���� +�%8- "����� "����!$�� ��## �������& ������(
��#������� "������!&��3 0�� ( � "!��� "�� ���� ���#/� �����)���� �"������ ��%
��������� ���� ������ "��#����#���� 9��� "�����* �#���(�����3#$ �� �#"�!&�������
"�$ ���  ����� �������(� �������!&�(� ��������3* $�!$��#$ �� ��� ���!$� "��#"�/%
����( "�� ������� ����� # ������� � �� "�������#�� #��"!���$ #��� # ����( �
�"���� � ����/����#��/� ��

:�!& ��#��$��3 ��'��( % �(��� �������(� �������!&�(� ��������3* "����!$����
�"����!$�& "�!$ "��� �����3 � ��"�$)���3 �!$ #�#������� ��!� # �������3 � �������
�����!�  ������!�� "�� ���� ���#/� ������ �����3#�����

�
���
�	� ������� �## ���� '�#/������� �"����� ��!� � ���� ���� "��%
#����#���* #�#��$��� �� ���� ��������(� ������"�(� ��!* ���� ����� "���'!�#��%
"�!�"��#����#��� Ω1 � Ω2 # �"���� � ����/����#��/� � λ1* µ1 � λ2* µ2* � "!����#�$ �
ρ1 � ρ2� Γ1 � Γ2 % ����!$��(� ������( "�!�"��#����#�� Ω1 � Ω2* ����/����������#$
������ � ��� �!$ � nΓ1 � nΓ2 �

;�#�& um(x, t) = (um
1 (x, t), um

2 (x, t), um
3 (x, t))� % ��/��� "��� �����3* � pm(x, t) =

(pm
1 (x, t), pm

2 (x, t), pm
3 (x, t))� % ��/��� "�������#��(� #�! � Ωm* ���#& � ��!�� m = 1, 2�

;�!�)� * ��� Γ1 � Γ2 #�#��$� �� '�#/�����(� ���#�/�� �'��3 ������( Γ∗
1 � Γ∗

2 �
/�����(� ���#�/�� Γp

1 � Γp
2* �'<�������� /����(� Γp = Γp

1

⋃
Γp

2 "���#���!$�� #�'�3 #�'�3
�������%��##!������

;�#�& ��"�$)����%��0�� ��������� #�#��$��� /�)���� �� ��! �"�#(����#$ ����%
����$ � !���3��3 ���� ���#/�3 ������ �"����#�� � "��� �����$� � ��#��#���� �'<%
� �(� #�!

(λm + µm)grad divum(x, t) + µm∆u(x, t) = ρm∂2
t u(x, t), x ∈ Ωm, t ∈ T = [0,∞), 1,2

��� ∆ % ���� ���(3 �"������ =�"!�#��
;���"�!�)� * ��� � ����!&�(3  � ��� ��� ��� ��!� �����$�#$ � ����0�� ������%

�� #�#��$���* "��� �����$ � #/���#�� �� ����/ ����( ��!�� >�/� �'���� * ����!&%
�(� �#!���$ � ��� #!������3 ���?

um(x, 0) = gradum(x, 0) = 0, x ∈ Ωm.

,



5������(� �#!���$ �� �'�� ���#�/� ������( Γ∗ = Γ1
⋂

Γ2 � ��� ��� �#!���3
"!������  �������#/��� /����/��?

u1(x, t) = u2(x, t), p1(x, t) = −p2(x, t), x ∈ Γ∗, t ∈ T,

� �� "�������#�� ������( Γp �����( "�������#��(� #�!(

p1(x, t) = g1(x, t), x ∈ Γp
1, t ∈ T,

p2(x, t) = g2(x, t), x ∈ Γp
2, t ∈ T.

�� '�#/������#�� ��!)�( �("�!�$�&#$ �#!���$* �'�#"��������� /������#�& @���%
��� ��������������� �"������ ��!� ‖u(x, t)‖ ≤ c/r* ��� c % /��#�����* r → ∞ % ��##��$%
��� �� ����!� /���������

������������ ��������� ������� 4 /�)��3 �� "���'!�#��3 Ωm "��� �����$
"���#���� ����� �������(� "��� �����$ � "�������#��(� #�!( "�#���#��� #�����%
����3 A� �!&$�( +B-�

um
j (y, t) =

∫
T

∫
Γm

[
pm

i (x, τ)Um
ij (x,y, t − τ) − um

i (x, τ)Wm
ij (x,y, t − τ)

]
dxdτ, 1C2

y ∈ Ωm, t ∈ T, j = 1, 2, 3,

���#& x % ���/� ��'!�����$* y % ���/� �����)���$�
D��/��$ Wm

ij (x,y, t− τ)  �)�� '(�& "�!����� �� 0���� ����!&���� ������$ ����%
����$ 1,2 Um

ij (x,y, t − τ) "�� "� ��� �"�������

Pik [•,y] = λni(y)
∂[•]
∂yk

+ µ

[
δik

∂[•]
∂n(y)

+ nk(y)
∂[•]
∂yi

]
1�2

� � ��� ���

Wm
ij (x,y, t − τ) = λmnm

i (x)
∂

∂xk

Um
kj(x,y, t − τ)+

+µmnm
k (x)

[
∂

∂xk

Um
ij (x,y, t − τ) +

∂

∂xi

Um
kj(x,y, t − τ)

]
.

;�� ���� / #���������� 1C2 ��00�������!&�(3 �"������ ������ �"����#�� 1�2*
"�!��� #���������$ �!$ /� "����� ��/���� ������/� pm

j (y, t) � /�)��3 �� "���'!�%
#��3 Ωm �(��)�����#$ ����� "��� �����$ � �#�!�$ �� �������

pm
j (y, t) =

∫
T

∫
Γm

[
pm

i (x, τ)Km
ij (x,y, t − τ) − um

i (x, τ)Fm
ij (x,y, t − τ)

]
dxdτ, 172

���

Km
ij (x,y, t − τ) = λmnm

i (y)
∂

∂yk

Um
kj(x,y, t − τ)+

+µmnm
k (y)

[
∂

∂yk

Um
ij (x,y, t − τ) +

∂

∂yi

Um
kj(x,y, t − τ)

]
,

Fm
ij (x,y, t − τ) = λmnm

i (y)
∂

∂yk

Wm
jk(x,y, t − τ)+

+µmnm
k (y)

[
∂

∂yk

Wm
ji (x,y, t − τ) +

∂

∂yi

Wm
jk(x,y, t − τ)

]
.

C



����(��$* ��� Γ1* Γ2 % ����!$��(� "�������#��* "�!���$* ��� #���#����� ��#��%
�����$ �!��/�#�& ��#"����!���3 "!����#��3 �������(� "��� �����3 � "�������#��(�
#�!* � #���������$� 1C2 � 172 �#��� � ���/� "��#����#��E y �� Γm* "�#!� "����!&����
"������� "�!��� �������(� �����#���

1

2
um

j (y, t) =
∫
T

∫
Γm

[
pm

i (x, τ)Um
ij (x,y, t − τ) − um

i (x, τ)Wm
ij (x,y, t − τ)

]
dxdτ, 1�2

1

2
pm

j (y, t) =
∫
T

∫
Γm

[
pm

i (x, τ)Km
ij (x,y, t − τ) − um

i (x, τ)Fm
ij (x,y, t − τ)

]
dxdτ, 1F2

���#& y ∈ Γm�
4 @�� �����#��� ����$� ����#��(� ��!����(* /����( � $�!$��#$ "�������#��(�

#�!( �� ���#�/�� ������ Γp
1* Γ

p
2* � ������#��(�? "��� �����$ �� ���#�/�� Γp

1* Γ
p
2* � ��/)�

"��� �����$ � "�������#��(� #�!( �� Γ∗
1* Γ

∗
2� �!$ ����)����$ �/�����(� ������#��(�

"�#���� #�#�� � ��������%/����/��(� �������!&�(� ��������3 �� �#���� ��������3
1�2 � 1F2�

5������(� �������!&�(� ��������$ �� "�������#�� Γ1 �'!�#�� Ω1 '���� � ��& ���?

1

2
p1

j(y, t) =
∫
T

∫
Γp

1

[
p1

i (x, τ)K1
ij(x,y, t − τ) − u1

i (x, τ)F 1
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ+

+
∫
T

∫
Γ∗

1

[
p1

i (x, τ)K1
ij(x,y, t − τ) − u1

i (x, τ)F 1
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ, y ∈ Γp

1, 182

1

2
p1

j(y, t) =
∫
T

∫
Γp

1

[
p1

i (x, τ)K1
ij(x,y, t − τ) − u1

i (x, τ)F 1
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ+

+
∫
T

∫
Γ∗

1

[
p1

i (x, τ)K1
ij(x,y, t − τ) − u1

i (x, τ)F 1
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ, y ∈ Γ∗

1, 1B2

1

2
u1

j(y, t) =
∫
T

∫
Γp

1

[
p1

i (x, τ)U1
ij(x,y, t − τ) − u1

i (x, τ)W 1
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ+

+
∫
T

∫
Γ∗

1

[
p1

i (x, τ)U1
ij(x,y, t − τ) − u1

i (x, τ)W 1
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ, y ∈ Γ∗

1. 1�2


��!�����(� ��������$ �� Γ2 �'!�#�� Ω2?

1

2
p2

j(y, t) =
∫
T

∫
Γp

2

[
p2

i (x, τ)K2
ij(x,y, t − τ) − u2

i (x, τ)F 2
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ+

+
∫
T

∫
Γ∗

2

[
p2

i (x, τ)K2
ij(x,y, t − τ) − u2

i (x, τ)F 2
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ, y ∈ Γp

2, 1,G2

1

2
p2

j(y, t) =
∫
T

∫
Γp

2

[
p2

i (x, τ)K2
ij(x,y, t − τ) − u2

i (x, τ)F 2
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ+

�



+
∫
T

∫
Γ∗

2

[
p2

i (x, τ)K2
ij(x,y, t − τ) − u2

i (x, τ)F 2
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ, y ∈ Γ∗

2, 1,,2

1

2
u2

j(y, t) =
∫
T

∫
Γp

2

[
p2

i (x, τ)U2
ij(x,y, t − τ) − u2

i (x, τ)W 2
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ+

+
∫
T

∫
Γ∗

2

[
p2

i (x, τ)U2
ij(x,y, t − τ) − u2

i (x, τ)W 2
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ, y ∈ Γ∗

2. 1,C2

4 ��������$� 182%1,C2 "�������� �� ��� "��� ���(� �� �#!���3 "!������ /����/��?

u1
i (x, t) = u∗

i (x, t), p1
i (x, t) = p∗i (x, t), x ∈ Γ∗

1,

u2
i (x, t) = u∗

i (x, t), p2
i (x, t) = −p∗i (x, t), x ∈ Γ∗

2.

��� � ����* � �'!�#�� "!������ /����/�� "���3�� / �������������� "� "�������%
#�� Γ∗ ��/�3* ��� nΓ∗ = nΓ∗

2
= −nΓ∗

1
* ��� "��!���� �� #�'�3 �� �����$ ���/�� �������!&%

�(� $��� K1
ij(x,y, t− τ)* W 1

ij(x,y, t− τ) � �� ���� ���/� �������!�� "�� "������� # Γ∗
1

�� Γ∗�
>���� ��������$ 182 � 1,G2 "�� �� ���?

1

2
p1

j(y, t) −
∫
T

∫
Γp

1

p1
i (x, τ)K1

ij(x,y, t − τ)dxdτ = −
∫
T

∫
Γp

1

u1
i (x, τ)F 1

ij(x,y, t − τ)dxdτ+

+
∫
T

∫
Γ∗

p∗i (x, τ)K1
ij(x,y, t − τ)dxdτ +

∫
T

∫
Γ∗

u∗
i (x, τ)F 1

ij(x,y, t − τ)dxdτ, y ∈ Γp
1, 1,�2

1

2
p2

j(y, t) −
∫
T

∫
Γp

2

p2
i (x, τ)K2

ij(x,y, t − τ)dxdτ = −
∫
T

∫
Γp

2

u2
i (x, τ)F 2

ij(x,y, t − τ)dxdτ+

+
∫
T

∫
Γ∗

p∗i (x, τ)K2
ij(x,y, t − τ)dxdτ +

∫
T

∫
Γ∗

u∗
i (x, τ)F 2

ij(x,y, t − τ)dxdτ, y ∈ Γp
2. 1,72

A�  �������� ��������3 1B2 � 1,,2* 1�2 � 1,C2* #������#������* ���� �� #!�������
��������$? ∫

T

∫
Γp

1

p1
i (x, τ)K1

ij(x,y, t − τ)dxdτ +
∫
T

∫
Γp

2

p2
i (x, τ)K2

ij(x,y, t − τ) =

=
∫
T

∫
Γp

1

u1
i (x, τ)F 1

ij(x,y, t − τ)dxdτ +
∫
T

∫
Γp

2

u2
i (x, τ)F 2

ij(x,y, t − τ)−

−
∫
T

∫
Γ∗

p∗i (x, τ)
[
K1

ij(x,y, t − τ) − K2
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ−

−
∫
T

∫
Γ∗

u∗
i (x, τ)

[
F 1

ij(x,y, t − τ) − F 2
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ, y ∈ Γ∗, 1,�2

∫
T

∫
Γp

1

p1
i (x, τ)U1

ij(x,y, t − τ)dxdτ −
∫
T

∫
Γp

2

p2
i (x, τ)U2

ij(x,y, t − τ) =

7



=
∫
T

∫
Γp

1

u1
i (x, τ)W 1

ij(x,y, t − τ)dxdτ −
∫
T

∫
Γp

2

u2
i (x, τ)W 2

ij(x,y, t − τ)+

+
∫
T

∫
Γ∗

p∗i (x, τ)
[
U1

ij(x,y, t − τ) − U2
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ+

+
∫
T

∫
Γ∗

u∗
i (x, τ)

[
W 1

ij(x,y, t − τ) − W 2
ij(x,y, t − τ)

]
dxdτ, y ∈ Γ∗. 1,F2

���
��� >�/� �'���� * �!$ ����)����$ ���(��� ������#��(�? u1(x, t)* u2(x, t)
% "��� �����3 '������ ������(%��##!����$* u∗(x, t)* p∗(x, t) % "��� �����3 � �#�!�3*
�����/����� �� "�������#�� #��"!���$ ���������(�  ������!��* �� � "�!����� #�%
#�� � �� ���(��� ��������%/����/��(� �������!&�(� ��������3 1,�2 % 1,F2* /�����$
 �)�� '(�& ������ ��#!�����

������ �	���	��


+,- 4����������5 6�7�2 8�9�� 4�:� .'�'����� /������$ 5��00��#�%A������� �� #!�%
��3 ������������� ��!� HH ;��/!����$  ��� ���/� �  �����/�� % ,�F7� % >� CB� %
A� ,GF,%,GF��

+C- 6�5;�	<9�� 6�4�2 ��	<�;��5
 8�6� .#�#�  ������(� ������ � ������� �� ���%
���� �����!� #!��� �  ����#!�3��3 #���� HH �>>� % ,�8F� % I C� % A� ,�G%,7��

+�- ����;�
 6�=� 6����� ������ �"����#�� � /�!&����3 � /������3 �������� �� ���%
���� �����!� #!�$ � "�!�"��#����#��� HH �>>� % CGG,� % I �� % A� ,�C%,7��

+7- ���< ����2 >���	? 6�6� 	��"/�� ����������  ������!�� "�� ���� ���#/�� ��%
����/���? ��/!�##���#/�� "��'!� (  �����/� ���������$? 4 7 �� H ;�� ���� 
���
5��$� % >� 7* /�� C� % ����* ,���� % C�F #�

+�- @$A B�C�2 D�A$)&� E�E� JKELMNOPQERST UQSKEMVWEK TNQMETM XWNYKVR ZSM[ \WS]MSNQ \NW
YNOSVL ZSM[ TWET^L HH _QMVWQEMSNQEK `XXKSVO aVT[EQSTL� % CGGC� % ��1B2� % b� B��%��C�

+F- @$A B�C�2 D�A$)&� E�E�2 F� G!�',�1 B�E� c[WVV%OSRVQLSNQEK TNQMETM XWNYKVR \NW EQ
VKKSXMST TWET^ SQMVWETMSQd ZSM[ E QNWREKKP SQTSOVQM [EWRNQST TNRXWVLLSNQ%VeXEQLSNQ ZE]V
HH _QMVWQ� `XXKSVO aVT[EQSTL� % CGG�� % ��1,C2� % b� ,7C�%,7CB�

+8- @$A B�C�2 D�A$)&� E�E�2 F� G!�',�1 B�E� fVQVWEK LXEMSEK OPQERST XWNYKVR \NW EQ
VKKSXMST TWET^ UQOVW M[V ETMSNQ N\ E QNWREK L[VEW ZE]V* ZSM[ TNQLSOVWEMSNQ \NW M[V TNQMETM
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V.A. Menshykov, O.V. Menshykov
The boundary contact integral equations in the elastodynamics problem for
the interface crack between two half-spaces

The paper concerns the boundary contact integral equations for the interface crack be-
tween two elastic half-spaces with different mechanical properties under dynamic loading.
The derived system of equations allows to evaluate the displacements at the crack faces, the
traction and the displacements at the joint surface.
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